Metoda Karnaugh.

Powszechnie uwaza sig, iz uklad o mniejszej liczbie elementow jest tanszy i bardziej
niezawodny, a sposréod dwoch uktadéw o takiej samej liczbie elementow logicznych lepszy
jest ten, ktory operuje mniejsza liczba sygnatow (mniejsza ilos¢ wejsc). Tak wigc niezaleznie
od zastosowanych dalej elementow schematu logicznego, bardzo waznym etapem syntezy jest
poszukiwanie takiej postaci funkcji, w ktérej wystgpuje minimalna liczba zmiennych lub ich
negacji. Proces poszukiwania tej postaci minimalnej nosi nazwe minimalizacji funkcji 1 opiera
si¢ na nastgpujacych regulach sklejania:

Ax+Ax=A

(B+x)(B+x)=B

w ktorych A 1 B to zmienne lub funkcje przelaczajace. Reguly te mozna przedstawic
nastepujaco: suma lub iloczyn dwoch wyrazen rozniacych si¢ migdzy soba tylko na jednej
pozycji — znakiem negacji, moga by¢ zastapione jednym wyrazeniem, bez litery stanowiace]
rdznicg, np.:

XX, X )22 =X1(X2+)22)=X1DI=X1 lub ()21+)62+X3)(X1+)62+X3)=X72+X3

Wiyrazenia podlegajace sklejaniu nazywane sa wyrazeniami sasiednimi.

W wyniku sklejania uzyskuje si¢ wyrazenia, ktdre juz nie sa postaciami kanonicznymi, ale
zachowuja posta¢ sumy iloczyndw oraz iloczynu sum. Wyrazenia tego typu przyj¢to nazywac
postacia normalng sumy i postacia normalng iloczynu.

W przypadku gdy funkcja jest ztozona, wielu zmiennych wyszukiwanie wyrazen sasiednich 1
sklejanie w sposob analityczny jest bardzo uciazliwe. Istnieja metody upraszczajace
procedur¢ minimalizacji. Jedna z nich jest metoda tablic Karnaugh (zwana rowniez metoda
Veitcha).

Metoda ta ulatwia sklejanie przez takie usytuowanie na ptaszczyznie wyrazen postaci
kanonicznej, aby wyrazenia sasiednie byly umieszczone blisko siebie, a wigc byly sasiednimi
roOwniez w sensie geometrycznym. Tablica do ktorej wprowadzamy wartosci logiczne funkcji
jest prostokatna i zawiera 2" pol. Kazda kratka tablicy odpowiada jednej kombinacji warto$ci
zmiennych wejsciowych. Kod tych kombinacji jest dobrany tak, aby sasiednie kratki r6znity
si¢ wartoscia jedynie jednej zmiennej, a wiec by odpowiadaly im sasiednie wyrazenia. Kod o
takich wtasnie wlasno$ciach nosi nazwe kody Gray’a. Do opisanej tym kodem tablicy wpisuje
si¢ symbole, odpowiadajace warto$ciom funkcji dla odpowiednich kombinacji zmiennych
wejsciowych. Przyktady tablic Karnaugh dla dwoch, trzech, czterech oraz pigciu zmiennych
przedstawia ponizszy rysunek. Baczna uwagg nalezy zwrdci¢ na specyficznag numeracjg
poszczegbdlnych kratek, 1 stosowaé ja podczas wpisywania wartosci funkcji logicznej
zdefiniowanej w systemie dziesigtnym. Wymusza ja zastosowanie kodu Gray’a.
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Po wpisaniu wartosci funkcji do tablicy przystepujemy do analizy. Jesli w dwoch sasiednich
kratkach wypetnionej tablicy Karnaugh znajduja si¢ jednakowe symbole (logiczne 0 lub
logiczne 1), to odpowiadajace tym kratkom wyrazenia mozna sklei¢, co odpowiada usunigciu
litery, ktora w ramach sklejanej grupy zmienia warto$¢. Takie sasiednie kratki tablicy,
tworzace pary, taczy si¢ linia oznaczajaca mozliwos¢ sklejenia. Przyktadowe pary dla tablic
trzech i czterech zmiennych zamieszczam ponizej oraz w p6zniejszych przyktadach.
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Gdy taczonymi elementami sa jedynki to funkcja nasza ma posta¢ sumy iloczyndéw, wigc
rezultat upraszczania bedzie iloczynem w ktérym symbolowi 1 odpowiada zmienna A, a

symbolowi 0 jej negacja czyli A. Jezeli natomiast taczonymi elementami sa zera to funkcja
przyjmie posta¢ iloczynu sum, a rezultat minimalizacji bedzie suma, w ktorej symbolowi 1

bedzie odpowiadata negacja zmiennej B, symbolowi 0 sama zmienna.

Podczas minimalizacji ta metoda nalezy przestrzega¢ kilku waznych zasad:

1. Gdy nie zalezy nam konkretnej postaci funkcji minimalizowanej (koniunkcyjnej lub
dysjunkcyjnej powinnismy zdecydowac si¢ na laczenie tych elementéw ktore dadza
nam prostsze rozwiazanie (liczebna przewaga jednych elementow nad drugimi).

2. Wsérod wybranych symboli (0 albo 1) poszukuje si¢ mozliwosci utworzenia
najwigkszej grupy (lub kilku grup) np. 8-kratowej, a gdy takiej nie znajdziemy to 4-
kratowej itd. Wybrane symbole lezace poza wydzielonymi grupami laczy si¢ w
mniejsze grupy z mozliwoscia wykorzystania kratek juz wczesniej uzytych w innej
grupie (jesli pomoze to w uzyskaniu grupy o wigkszej liczbie elementéw). Symbole



nie dajace sig¢ pogrupowal zaznaczamy jako grupy jednolelementowe
(jednokratkowe™).

Jezeli istnieja w tablicy grupy, ktorych sktadowe naleza juz do innych grup taka grupg
usuwamy w celu uzyskania najprostszej postaci funkcji (pozostawiamy jedynie grupy
niezbedne).

Gdy istnieje wigksza liczba mozliwosci polaczen w grupy to wybieramy ta, ktora
bedzie najprostsza (bgdzie uzalezniona od minimalnej liczby zmiennych
wejsciowych).

Liczba p6l wchodzacych w sktad grupy musi by¢ potega liczby dwa (2" gdzie n to
liczba naturalna). W przeciwnym razie nie mozna opisa¢ danej grupy za pomoca
jednego iloczynu (badz sumy - gdy zakreslamy zera).

Kazde dwa taczone pola musza by¢ swoimi geometrycznymi sasiadami (musza by¢
rozdzielone od siebie linig podziatu kratek lub krawedzia tablicy). Inaczej wyglada to
w przypadku tablic wigkszej ilosci zmiennych gdzie mozna taczy¢ nie tylko takie pola.
Wtedy obowiazuje zasada ze dwa laczone elementy musza si¢ r6zni¢ co najwyzej
jednym bitem w kodzie Gray’a.

Laczone pola musza by¢ prostokatami (lub w szczegdlnosci kwadratami — musza
posiada¢ co najmniej jedna o$ symetrii).

W przypadku gdy funkcja jest nie w pelni okres$lona (dla pewnych warto$ci przyjmuje
wartosci dowolne) postepujemy podobnie pamigtajac, iz znaki nieokreslonosci
mozemy laczy¢ z zerami lub jedynkami.

Metoda tablic Karnaugh jest przydatna dla funkcji logicznych nie wigcej niz 5-6 zmiennych.
W przypadku wigkszej liczby zmiennych algorytm wyszukiwania elementow nadajacych sie
do sklejania mocno si¢ komplikuje (cigzko jest geometrycznie odnalez¢ i zaznaczy¢ te, ktore
tacza si¢ jednym bitem). Wtedy korzysta si¢ z metod matematycznych.

Przyklady:

Wezmy w petni okreslona funkcjg postaci dziesigtne;:

y(X1,X2,X3,X4) = {0,1,3,4,5,6,9,10,11}

Przeprowadzimy minimalizacj¢ w celu uzyskania iloczynu sum oraz sumy iloczynu.

Wpierw wpisujemy wartosci funkcji do tabeli Karnaugh majac na uwadze odpowiednia
kolejnos¢, a nastgpnie grupujemy zera (tablica prawa oraz jedynki (tablica lewa):
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Na ich podstawie otrzymujemy normalne postaci minimalne funkcji:
Y =X Xt X Xyt X X Xy X X X

dla jedynek oraz:

Y = O+ X) (X X+ X)) (6 + X+ X)X+ X+ X5+ X, )

dla zer.

Teraz rozwazmy przyklad w ktorym funkcja nie jest w pelni okreslona. Wezmy funkcje
okreslona juz w tablicy Karnaugh ponize;j:
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Jezeli nie uwzgledialiby$my pozycji nieokreslonych funkcja nasza przyjetaby postaé:
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Y =X X X3+ X X, Xy = (X + %) (X, + %)

Natomiast jesli uwzglednimy znaki nieokreslonosci podczas budowania grup to funkcja
nasza przyjmie postac:

Y =X XX X = X (X +X)

Jak wida¢ po zapisie samej funkcji (jak i tabelach zamieszczonych ponizej) funkcja zapisana
w ten sposob jest funkcja prostsza (zalezy od mniejszej liczby zmiennych wejsciowych).


Pawel
Ołówek


Dlatego wykorzystanie nieokreslonos$ci funkcji podczas doboru grup jest wskazane wszedzie
tam gdzie jest to mozliwe.
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